TD limites de suites

Détermination de limite par la définition

[ 24 | (v,,) est la suite définie sur Il par :
v, = n® +n.
a) Résoudre dans & I’inntét:;uatitt)n.'r2 +x = 10000.
b) En déduire un rang a partir duquel v, > 10 000.
<) Trouver de méme un rang a partir duquel v, > 10°.

d) Conjecturer la limite de la suite.

¥ La suite (h,) est définie sur ¥ par:
h,=6—2n.
A désigne un nombre réel quelconque.
a) A partir de quel entier naturel n a-t-on :
+h,<—107? h,<—100?
b) A partir de quel entier naturel n a-t-on h, < A?
¢) En déduire la limite de la suite (h,,).
E (¢,) est la suite définie sur I par t, = — n’.
A désigne un nombre réel négatif quelconque.
a) A partir de quel entier naturel n a-t-on — n‘<A?
b) En déduire la limite de la suite (t,).

EE (e,) est la suite définie sur I par e, = £1
n

a) Démontrer que pour toutn = 100,— 107" = e, = 107"
b) Déterminer a partir de quel entier naturel n,

— 10~ 2e =107
c) Conjecturer la limite de la suite (e, ).

1

=
a) A partir de quel entier natureln, 4,9 <1, <517
b) A partir de quel entier naturel n, 4,99 < L <507

€ (1,) estla suite définie sur M* par |, — 5

c) a > 0 et 3 > 0 désignent deux nombres réels.
Démontrer que pour tout entier natureln = 1,
S5—a<l,<5+Péquivautas —a <], <5.
d) Démontrer que pour tout entier naturel n = 1,
- _—
5—a<I, <5équivauta — <n.

L}
e) En déduire la limite de la suite (I).

Détermination et calculs de limites

Pour les exercices ] et E, étudier la limite de

chaque suite.

E a) Pour tout entier naturel n, u, =n + n’.
b) Pour tout entier naturel n, v, = ny/n.

1
<) Pour tout entier natureln =1, w, = 2n =
d) Pour tout entier naturel n, h, = 3 L :
-3
L3 a) Pour tout entier naturel n, u, = 8,2 — 4n.
b) Pour tout entier natureln =1, v, = ks + =z =F1:
n n
<) Pour tout entier naturel n, w, = (8 — .-ﬂ{2n2 +1).
1
d) Pour tout entier natureln =1, a,, = l5 —— (2 — JH).
n
. 4+n
e) Pour tout entier natureln =1, b, T
g
n
; 40
f) Pour tout entier naturel n, ¢, = !
2n+3

B3 (u,) et (v,) sont deux suites telles que :
lim (u, +v,)=4et lim (v,—v,)=6.
L B gl

a) A l'aide d’'une somme, montrerque lim 2u. =10,
il = ==

n

b) En déduire que (u,) converge et préciser sa limite.
¢) Déterminer enfin la limite de la suite (v,,).

Une suite (u,) converge vers un nombre réel (.

(v,) est la suite définie pour tout entier naturel n = 1

2
par v, = 8u, + —— +14.
n+1

a) Démontrer que la suite (v, ) est convergente et expri-

mer sa limite en fonction de (.

b) Déterminer |a valeur de { sachant que les deux suites

(u,) et (v, )ontlaméme limite.

= (u,) est la suite définie par u; =0 et pour
nu,

n+1
a) Tabuler et représenter graphiquement la suite (u,,)

tout entier natureln = 1, u

+ n,

n+l =

a l'écran de la calculatrice. Conjecturer sa limite.

b) En s'appuyant sur la représentation graphique et
sur les premiers termes, conjecturer une expression
de 3u, + 1 en fonction de n.

c) Démontrer par récurrence que pour tout n = 1,

1 1 Iy s :
u, = —n® — —. Endéduire la limite de la suite (u,,).
3 3



Pour les exercices Ela [, determiner la limite de la
suite (u,) apres avoir levé l'indétermination.

3 Pour tout entier naturel n, u, = — n? +4n+2.

n+1

#3 Pour tout entier naturel n, u,

m Pour tout entier naturel n, v, —

(5,) est la suite définie pour tout entier naturel

n=1,par: 1

n
a) Justifierque S, =1,5,=1,5etS5; =2
b) Démontrer que pourtoutn=1, S =0,5n-+0,5.
c) En déduire la limite de la suite (5,,).

=

2
S, =—+>4

itk =

=3

: . L 1
[ 80 | (u,) estlasuite définieparu; =1, u, =1+ =
!
et, pour tout entier naturel n = 3,

1 1
u, =1+ e i

1. Calculer les termes u et u,,

P

2. Pour tout entier naturel n = 1, on pose
1

T2 b

a) Demontrer que pourtoutn=1, v,

vrl

ot

n+1
2

41
<) Etudier alors les limites des suites (u,,) et (v,).

n
b) En déduire que pourtoutn=1, u, = 2

d) Est-il vrai que : « La somme de n termes généraux qui

tendent chacun vers 0 tend aussi vers 0 quand n tend
vers + ~o » 7 Justifier.

Utilisation des théorémes de comparaison

Pour les exercices [EE] a EZ4, déterminer une suite (v,)
de limite — oc telle que u, = v, a partir d'un certain
rang et indiquer la limite de la suite (u,).

m Pour tout entier natureln =1, u, = —1""!"!2 +n.

. 12
m Pour tout entier natureln = 1,u, =1 —e ".

XY Pour tout entier naturel n = 1, u,, = nsin(n) — n’.

E£Y (d,) estlasuite définie sur I¥ par :

n*4+2n+6
r n+1
a) Montrerque pourtoutn, d, =n+1+ i1
n +

b) En déduire la limite de la suite (d ).

EED Déterminer la limite, si elle existe, de chaque suite ()

définie par :

=—255) b.u==7(BY — (19}
a.u,=-25\2 o, ==7(3) cu,= 3
dou=(-n) e.u,=3+

0K Capadté s, p. 131

l.u,=n?-2n 2.u,==-3n*+6n+7

4.Pourn}2,un=@
: nt—4
S+n+n
6.4 ==———
3n? +5n L n

6Jn — n
62 1.u=—n’++n 2.4, =—=
& " oJdn+n
2 Jn
3_ “ =.ﬂ_. 4__“’ —_—
I3 fﬂ N

n?
63 1.u,=5n%-3n+2/n

.u=n-3n+2n-5

5.4 _=2nt+3n+1

3 ¢ =53 =30 +2Jn

2.4,=—=(-3n+5) 3 :

Jn

Pour les exercices 64 et &5, déterminer la limite de la
suite (u,) définie pour tout entier naturel n non nul, en
utilisant les théorémes de comparaison.

=) Capacité 5,p. 133

l.u,=n-sinn 2.u =-n*+cosn

o i _ n—sinn
3-4,= 3 cosn ol 2 +1
an +(-1)"
65 1.u,=— Ez} 2.10,= 503 + (1)
i ==nE (1R o B YR
S 2n—(-1p o n

66 1. Soit (u ) une suite qui vérifie u_ = 3n? - 1 pour tout
entier naturel n. Déterminer la limite de la suite (u,).
2. Soit (1) une suite telle que u_ = -5n pour tout entier
naturel n.
Déterminer la limite de la suite (u,).

3. Soit (u,) une suite telle que 1< i, < 2 pour toutn = 1.
n n
Déterminer la limite de la suite (u,).



Utilisation des théoremes d’encadrement

[ 92 | (u,) est la suite définie pour tout entier naturel

n;]parur,:-]- n +4.
n

a) Montrer que pour tout n, n® = n®* + 4= (n + 2)°.
2
b) En déduire que pourtoutn =1, 1=u, =1+ =

¢) En déduire la limite de la suite (u,,).

EEY (u,) est la suite définie sur I par:
Y e
Un tableau de valeurs, arrondies au milliéme si besoin,
est donné ci-dessous.
n 0 1 10 100
w, | 1 | 0414|0154 | 005

1 000
0,016

10000
0,005

a) Conjecturer la limite de (u,)).
b) Démontrer que pour tout n, un(\,n'n 4+14 \fﬁ} =1.

1
2Jn’

c) En déduireque pourtoutn=1,0=u, =

d) En déduire la limite de la suite (u,)).

LI (u,) est la suite définie pour tout entier naturel
g

n=1paru, =e".

a) Démontrer que la fonction f définie sur I par

f(x) = e" — 4x — 1 est décroissante sur [0; 1].

b) En déduire que pour tout réel xtelque0 =x =1,
1=e"=1+4r.

c) Montrerque pourtoutn =8, T=u, =1+ ?
n

d) En déduire la limite de la suite (u,)).

94 Capacité 9, p. 136

Soit (u ) la suite définie par Uy =% et pour tout entier naturel
3u
Mt = T3 20
n

1. On considére la fonction f définie sur I'ensemble des réels

positifs par f(x) = ] 3_'3'1

Dresser le tableau de variation de f sur son ensemble de
définition.

2. a. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n,
onald<u, <1

b. Etudier le sens de variation de la suite (u,).

3. En déduire que la suite (u,) est convergente.

4. Montrer que pour tout entier naturel n, u, =
déduire la limite de la suite (i, ).

95 Une question ouverte
On considére la suite (#,) définie par u,= 2 et pour tout
entier naturel i, u,., = u, + 1.

Déterminer la limite de la suite (u,).

73 Déterminer la limite de chacune des suites ci-dessous
définies pour tout entier naturel # non nul par :

a.u,=05"cosn b.u,=3"+sinn c. u"=%sin{2"}

Piste : Utiliser un encadrement du sinus ou du cosinus d'un
réel.

Convergence monotone

91 Soit (u,,) la suite définie par uy= 2 020 et pour
tout entier naturel n, u, ,; = \fu, .
1. Démontrer par récurrence que cette suite est minorée par 1.
2. Démontrer que la suite () est décroissante.

3. Conclure quant a la convergence de la suite (u,).

4. Conjecturer avec une calculatrice la limite de la suite (u,).

Piste : Utiliser le fait que la fonction racine carrée est
croissante sur l'intervalle [0 ; +22[.

92 Soit (u,) la suite définie par u,= 1,8 et pour

tout entier naturel n, u, , = T
"

1. Démontrer par récurrence que cette suite est bornée par
Tet2

2. Démontrer par récurrence que la suite (u ) est décroissante.
3. Conclure quant a la convergence de la suite ().

4. Conjecturer avec une calculatrice |a limite de la suite (u,).

Piste 2. : Etudier les variations de la fonction f définie par

= . ;
flx)= = our lintervalle [0, 3f.

B8 IEENNES

Soit la suite (u,) définie par u,=-2 et pour tout entier

naturel n, u_ =%u" +1

1. Démontrer par récurrence que cette suite est majorée par 2.
2. En déduire que la suite (u) est croissante.
3. Conclure quant  la convergence de la suite (u ).



79 Soit (v, ) la suite définie pour tout entier naturel n par:
2

3

Voo = =2V, +1

Vo =

1. Démontrer par récurrence gue pour tout entier naturel n :
_ 1 _i
v, = 3 (=2)".

"

2. Etudier la convergence de la suite (v, ).

80 On considére lasuite (u,) définie pour tout entier naturel n
par: u ., = M etu,=1.
AT Ju + 4 g

1. Montrer que pour tout entier naturel n, u,, est supérieur
ou égal a 0.
2. On peut alors introduire alors la suite auxiliaire (1) définie
2u, —1
w, +1°
a. Montrer que la suite (r ) est géométrique de raison % :

pour tout entier naturel n par 1, =

b. Expliciter ¢ en fonction de n pour tout entier naturel n.

3. Endéduire l'expression explicite de u en fonctionden pour
tout entier naturel n.

4. En déduire la convergence de la suite (4 ) et donner sa limite.

80 On considére |a suite (1) définie pour tout entier naturel i
_ _ 3u, +1 =4
par: u, ., = m etu,=1.
1. Montrer que pour tout entier naturel n, u,, est supérieur
ou égal a 0.
2. On peut alors introduire alors la suite auxiliaire (1) définie
2. =il
u, +1°
a. Montrer que la suite (7, ) est géométrique de raison % :

pour tout entier naturel n par 1 =

b. Expliciter 7, en fonction de n pour tout entier naturel 7.

3. Endéduire l'expression explicite de u en fonction de n pour
tout entier naturel n.

4. En déduire la convergence de la suite (1) et donner sa limite.

ENONCE [IT]

On considére deux suites (i) et (v,) telles que :

Ecrire et exécuter un programme

Un groupe d'économistes étudie le taux de disponibilité
des ressources alimentaires nécessaires pour le dévelop-
pement de la population d'un pays émergent.

Ce taux dépend notamment du nombre d'habitants, de la
quantité de nourriture, de I'espace agricole disponible et de
l'état sanitaire de la population. Une étude menée en 2019
a permis d'estimer le taux de disponibilité des ressources &
0,9; cela signifie que 90 % des ressources sont disponibles.
Pour tout entier naturel n, on appelle R, le taux de disponibi-
lité des ressources pour I'année 2019+ n. On a ainsi B;=0,9.
On choisit le modéle de Verhulst pour définir la suite (R ).
Pour tout entier naturel n,on a:

R,,=R,—01R2

1. Une partie des économistes estiment qu'en 2024, le taux
de disponibilité des resspurces sera proche de 0,6.

Cette affirmation est-elle conforme au modéle ? Justifier
en utilisant votre calculatrice.

2. On définit la fonction f sur l'intervalle [0 ; 1] par
S = x-0,1x2 Ainsi, la suite (R,) vérifie pour tout entier
naturel nla relation R__, =f(R,).

a. Etudier les variations de la fonction fsur Fintervalle [0 ; 1].
b. Montrer que pour tout entier naturel n, on a :
0=R,<R =1l

c. La suite (R,) est-elle convergente ?

3. Le groupe d'économistes affirme que selon ce modéle,
le taux de disponibilité des ressources peut étre inférieur
a0,6 au cours des 20 premiéres années qui suivent I'année
2024 et quil est capable de déterminer en quelle année ce
seuil sera atteint pour la premiére fois.

Cette affirmation est-elle conforme au modéle 7 Justifier
en utilisant le tableur ou un programme.

+la suite (u,) est définie par uy= 1 et pour tout entier natureln : u,,, = 2u, - n + 3.

+la suite (v,) est définie, pour tout entier naturel n, par v, = 2",

1. Montrer que, pour tout entier naturel n,ona: 4, =3xX2" +n -2,

2. Déterminer la limite de la suite (u ).

3. Expliquer pourquoi le programme Python ci-contre se ter-

mine et ce que renvoie I'appel algo(6).

4. On admet que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal

x = I ﬂ_-"l ’ . | un
ad 0="—"—=— Déterminer lim —.
2 n n=sdoe Vy

|1 def algo(p):
A u=1
n=0
while u<=18%*p:
u=2*u-n+3
n=n+1
return n

D'aprés Bac S, Pondichéry, Avril 2017



Déterminer une limite a l'aide * €D <05 20 min ETEITNNE

des regles sur les opérations | VRAI/FAUX
Indiguer 5i les affirmations sont vraies ou fousses, puis justifier.
‘ () 20min 1. Toutes bes suites arithmétiques sont divergentes,

Déterminer la limite des suites () suivantes définies pour | 2. Lasuite u ) définie, pour tout entier naturel i non nul, par :
tout entier natwrel i non nul.

a., =3=2n=5n bou, =-3m —nl —pn+5
c.u, = Inl +2n-%
. Utiliser la limite d'une suite
= | Capoctd 3,p. 151 ] : £y
€D 10O romin géométrique
Déterminer la limite des suites (u ) suivantes définies pour N
tout entier naturel # nen nul. (7Y 30 min @EEIINEE
act, = (1= )14 ) b, = (- 1}(1 = 1} Déterminer |a limite éventuelle de la suite (i) définie pour
g L tout entier naturel n par : = =
« @D 20 romin EIETTIITEIND 1u, = d3x2F 2.u =[—ﬁ") Lu=Y 3
CVRAI/FAUX_ il A
Indiguer si les affirmations sont vraies ou fausses, puis justifier. 4o =-3x15"+5-1 5.4, = ::::,
On consicre les suites () sunvantes définies pour tout entier
naturel i par - e : 53' BT Copodités 5 et é. p 121
1.u, = =3 + Ba + 1. Abors la suite (u ) converge vers 1. Déterminer la limite éventuelle de la suite (u,).
2.u, = 3% = 2n? + 3. Alors la suite (i ) a pour limite 42, au = [% sin(n) b.u =4 =(=1)

Déterminer la limite des suites () suivantes définies pour 4-09=u,=4+01"

tout entier naturel 7 non nul, .
| i) Etudier la convergence
hily = T:'[ e f,LT) == d’'une suite majorée ou minorée

-
-:]‘,3 [FREY  Copadté 7, p. 135

1. Montrer que la suite (1 ) définie pour tout entier naturel n

Utiliser les théorémes par i = 2n? +4n - 3 est minorée par -5,
de com paraison 2. Montrer que ka suite (v, ) définie par v,= 0 et pour tout entier
1 ]
naturel i ;v =,I|—l' ? + 8 est majorée par B,
‘ ) 15 min ENETTIENEIE LU IHOREN

Déterminer la limite de () définie pour tout entier natu- : ,33 30 min AT EEE
rel s supdrieur ou égal 4 2 en utilisant bes théorémes de

o EE] Cﬁoiﬂirkrwlfs bonnes réponses. |
a.u, = n— sin{n) Eimie n - cos(n) La suite (u,) définie pour tout entier naturel n par
s - = T u, = cos(n)+ sinfn) est:
<. 4, = ~n + cos(n’) a. bomée par -2 et 1.
. ) b. bomée par -1 et 1.
H 108 FQRELEY  copocties. o 133 ¢. minorée par -2 et majorée par 2.
Déterminer la limite de la suite () définie pour tout entier d minorée par -3 et majorée par 2.
naturel n supérieur ou égal & 2. .
R = n? + {_ﬂ' b.u_ =} _{_1]» : %‘E} ELTTY  Copocités @ ef 10pp. 136137
nt =1 Fin 2020, un club de negby comptait 7 000 abonnés. A La fin
_n (= de chaque année, le club constate que 20 % des abonnés ne
Eii= n se réabonnent pas et que 4 000 nouveaux abonnés arrivent.

= On note @, le nombre d'abonnés A la fin de Fannée 2020+ 1.

0 105 IE QR cepocttis s 9.2 1. Précisera, et expliquer pourquoi, pour tout entier naturel s,
Soit (i) la suite définie pour tout entier naturel i par u, =0 a_ = 080a_+4 000,

etu, =i+ 1 2. Démontrer que la suite () est majorée par 20 000,

1. Montrer que pour tout = 4, i = 2%, 3. Démantrer que la suite (@) est croissante,

2. En déduire la limite de la suite (u,). 4. En déduire la convergence de la suite {a ).







